Réduction : que les définitions

E est un K espace vectoriel.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une matrice

DEFINITION. Soient F un sev de E et f € Z(E).

F stable par f & f(F) CF & Vx € B, (x € F= f(x) € F).
F pas stable par f & f(F) ¢ F& Ix € B, (x € Fet f(x) ¢ F).

Sommes de plusieurs sous-espaces, sommes directes

DEFINITION. La somme des sous-espaces Fy, ..., F, est I'ensemble des sommes d’un vecteur de Fy, d'un vecteur de F»

P
...et d’un vecteur de F,, ou encore Zszﬁ +.ooo =+ X, (X1, %p) €Fp XL x Fp L
k=1

P
DEFINITION. La somme Z Fi est directe

k=1
& tout vecteur x de cette somme peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = x1 +...+xp ot x1 € Fy, ...,

Xp € Fp

P 2 /p P
/ _ / : _ /
&V ((Xi)1§i§p , (Xi)lgigp) € HF‘L , in = in =Vie[l,p], xi =x{
im1 i=1 i=1
P
& H F — E est injective.
i=1
P
(Xi)icicp in
i=1
P
Dans ce cas, la somme Z Fi se note F1 @& ... ® F, ou aussi @ F;i.
i=1 1<i<p
DEFINITION. Les sous-espaces Fy, ..., F, sont supplémentaires dans E si et seulement si @ F, =E.
1<i<p
Il revient au méme de dire que les sous-espaces Fy, ..., F, sont supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur x
de E peut s’écrire de maniére unique sous la forme x =x7 +...+xp ot x1 € Fy, ..., X, € F, ou encore si et seulement si

P
I’application H Fi — E est un isomorphisme.
i=1

P

ey = D %

i=1

Quand la somme E = @ Fi, on dit alors que la base Z est une base adaptée a la décomposition E = @ Fi.
1<i<p 1<i<p

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

DEFINITION. Soient E un K-espace vectoriel non nul puis f un endomorphisme de E.

e Soit A € K. A est une valeur propre de f si et seulement si Ix € E\ {0}/ f(x) = Ax.
e Soit x € E. x est un vecteur propre de f si et seulement si x # 0 et IN € K/ f(x) = Ax.

DEFINITION. Soit A € ., (K).

e Soit A € K. A est une valeur propre de A si et seulement si 3X € 44 1(K) \ {0}/ AX =AX.
e Soit X € #,1(K). X est un vecteur propre de A si et seulement si X # 0 et IA € K/ AX =AX.

DEFINITION. Soit A € . (K). Le spectre de A est I'ensemble de ses valeurs propres.

Soit f € Z(E). Le spectre de f est I'ensemble de ses valeurs propres.
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DEFINITION. Soient E un K-espace vectoriel non nul puis f € Z(E). Soit A € K une valeur propre de f. Le sous-espace
propre de f associé a la valeur propre A est E)(f) = Ker (f — Aldg).

Soit A € 4 (K). Soit A € K une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A est
EA(f) = Ker (A — Ald,,).

Endomorphismes ou matrices diagonalisables

DEFINITION. Si E un espace non nul de dimension quelconque et f € Z(E), f est diagonalisable si et seulement si il
existe une base de E constituée de vecteurs propres de f.

Si E un espace non nul de dimension finie et f € Z(E), f est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E
dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Si A € #,(K), A est diagonalisable si et seulement si A est semblable a une matrice diagonale.

Polynéme caractéristique

DEFINITION. Soit A € .#n(K).

Le polyndme caractéristique de la matrice A est xo = det (XI;, — A) (ou Pa = det (XI, —A)).

Soit f € Z(E).

Si dim(E) < 400, le polyndme caractéristique de 'endomorphisme f est x¢ = det (XIdg — f) (ou P¢ = det (XIdg — f)).

DEFINITION. Soient A € .#,(K) puis A € K une valeur propre de A.
L’ordre de multiplicité de la valeur propre A est son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme caracté-
ristique de A.

Si A est racine simple de xa, on dit que A est valeur propre simple de A.
Si A est racine double de xa, on dit que A est valeur propre double de A ...
Si A est racine d’ordre au moins égal a 2 de xa, on dit que A est valeur propre multiple de A.

DEFINITION. Le spectre d’une matrice ou d’un endomorphisme désigne aussi la famille des valeurs propres (A ..., An)
ou chaque valeur propre est écrite un nombre de fois égal & son ordre de multiplicité. On doit toujours préciser si la
notation Sp(A) désigne I'ensemble des valeurs propres ou la famille des valeurs propres.

Endomorphismes ou matrices trigonalisables

DEFINITION.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis f un endomorphisme de E.
f est trigonalisable (ou triangulable) si et seulement si il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
triangulaire supérieure.

e Soit A € 4y (K).
A est trigonalisable (ou triangulable) si et seulement si A est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices
L’algébre des polyndmes en f (ou en A)
p P
Soient f € .Z(E) puis P = Z arX® € K[X]. L’endomorphisme P(f) est P(f) = Z arf® = aolde + a1f+ ... + a,fP.
k=0 k=0

P
De méme, si A € .#,,(K), la matrice P(A) est P(A) = Z aA* = aoln + A +... + apAP.
k=0
On note KIf] (resp. K[A]) Pensemble des P(f) (resp. P(A)) o P est un élément de K[X].

Commutant d’un endomorphisme ou d’une matrice

DEFINITION.

e Soient E un K-espace vectoriel puis f un endomorphisme de E. Le commutant de f, noté C(f), est ’ensemble des
endomorphismes de E qui commutent avec f. C(f) ={g € Z(E)/ gof=fog}.

e Soit A € #,(K). Le commutant de A est I’ensemble des matrices carrées qui commutent avec A. C(A) =
{Be #.(K)/Bx A=A x B}.

Polynéme minimal d’un endomorphisme (ou d’une matrice)
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DEFINITION.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. L’unique polynéme unitaire Py tel
que Ker (@) = Py x K[X] s’appelle le polynéme minimal de f et se note pus (ou Qg).

e Soit A € .4 (K).L'unique polynéme unitaire Py tel que Ker (pa) = Py x K[X] s’appelle le polynéme minimal de
A et se note pa (ou Qa).
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